Egy haromszogtani alapfeladatrol

Az alabbiakban egy sikbeli haromszogekre vonatkozé olyan feladatrdl lesz szd, mellyel
még nemigen volt dolgunk, ebben a formaban. Talan csak azért, mert még nem volt ra
sziikségiink.

Azzal kezdjilik, hogy mostanaban keriilt 1atokoriinkbe a tangenstétel. Egy korabbi ira -
sunkban foglalkoztunk ezzel, melynek cime: Még a paralelogrammarol. Ebben atismé -
teltiik a tangenstétel levezetését, melynek eredménye — az 1. abra jelléseivel — :

ﬂ_tg%ﬁ (1)
= aB-
avb  tgn

A trigonometriai alapfeladat az alabbi.
Adott:  a, b, y.
Keresett: ¢, a, .

Az ilyen alapismeretek rendszerint megtalalhatok a matematikai kézikonyvekben, igy
[ 1] - ben is. Meglepé mddon a régebbi és az ujabb kiadasban nem ugyanazt talaltuk:
az 0jabb kiadasban két megoldasi modot is mutatnak. Ezekrdl lesz most sz0.

1. megoldas: tangenstétellel

Eldszor a haromszog szogeire vonatkozo Osszefiiggéssel:
a+f

a+B+y=180° »a+p =180~y »—==90°~L , tehit:

atf o Y
== =90°-1. (2)

Ezutan ( 1) - et atrendezziik:
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most (2 )és(3)-mal:

tgf =22 tg(90° - 1), (4/1)
innen:
#=arctg[%-tg(90°—g)]. (4)

Majd (2 )és (4) - gyel:
a+p

=2 =90°-1,
2 2

= a2 (o0 2)]

O0sszeadassal:
a+ﬁ a—ﬁ_ _ O_Z ﬂ o_z Li.
— + — =a= 90 = + arctg [a+b tg (90 2)] , tehat:
—9gpe Y a-b, o _Y\]|.
a(a,b,y) =90 . + arctg [a+b tg (90 2)] ; (5)

ezutan kivonassal:

#—% = =90° —g— arctg [%-tg (90° —g)] , tehat:

B(a,b,y) :90°—§—arctg[%-tg(90°—g)]. (6)

A harmadik oldal hossza koszinusztétellel:
c(a,b,y)=\/a2+b2—2-a-b-cosy. (7)

Kicsit meglepd, hogy [ 1]/ 1 - ben a szinusztétellel adodo

_ . siny
c(a,byy)=a sina(a,b,y) (8)

képletet vettek ( 7 ) helyett; ugyanis ( 7 ) a kdzvetleniil adott a, b, y mennyiségekkel
dolgozik, nem pedig az adatokbol ( 5 ) szerint szamitott a - val.

Egy specialis eset: (5)és (6) - bol

a=b (*)

( egyenld szaru haromszog ) esetén

a*=p*=90°-L%, (9/1)
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A c* oldalhossz (7 ) és ( *) - gal:

c*=ya?+a?—-2-a-a-cosy =\/2-a2-(1—cosy)=\/2-a2-2-sin2§=
=2-a-sin§, tehat:

c*=2-a-sin§, (9/2)

a varakozasnak megfelelden.

2. megoldas: koszinusztétellel

Ekkor a ¢ oldalt ismét ( 7 ) - tel szamitjuk:
c(a,b,y)=\/a2+b2—2-a-b-cosy. (7)

Az a szoget megint koszinusztétellel nyerjiik; az 1. abra alapjan:

b%+4c2-qa?

a* =b*+c?—2-b-c-cosa > cosa=-—— (10)
Most ( 10) - bél:

_ b%+c?(a,b,y)—a?
a(a,b,y) = arccos [ T ] (11)
Végiil:
a+f+y=180° -
B(a,b,y) =180°—a(a,b,y) —y. (12)

A (*) specializacio (11 ) és ( 12 ) esetében igy alakul — c* mar (9 /2 ) szerint ismert — :

a%+c2-qa? * ]
cosqg* =—— = =51nZ=cos(90°—Z) -
2-a-c 2-a 2 2
a*=90°—§, (13/1)

B*=180°—a*—y = 180°—(90°—§)—y=90°—§, azaz:
ﬂ*:a*zgoo_g, (13/2)

(9/1) - gyel megegyezden.

Ezzel a kitizott feladatot — a trigonometriai alapfeladat feldolgozasat — elvégeztiik.



M1. Lathat6, hogy megvan a hihetd magyarazata annak, hogy miért nem hasznaltuk
korabban a tangenstételt: mas ton is elérhetdk az eredmények.

M2. A (4 /1) képlet atirhato a
tg(90° - %) = ctg’ (14)

Osszefliggés felhasznaldsaval az aldbbi alakba:
a-b

tg¥=—-ctg§. (4/2)

a+b
Ez megegyezik az [ 1]/ 2 - ben talalhatoval.

Nekiink a (4 /1) képlet - alak jobban tetszik: a vele késziilt ( 5) és ( 6 ) képletek talan
szimmetrikusabbak.

M3. Erdekes lehet még ( 10 ) atalakitasa (7 ) - tel:

b%+c?—a? _ b%*+a’+b*-2-a-b-cosy—a® _ b*+b?-2-a-b-cosy

2:b%2-2-a-b-cosy
cosa = = = =

2'b-c 2'b-c 2'bc 2'bc
__b-acosy _ b—a-cosy
c Jaz+b2-2-a-b-cosy ’
tehat:
b—a-cos
cosa = L, (15)
Ja2+b%2-2-a-b-cosy
innen:

b—a-cosy
Ja2+b2-2-a-b-cosy |

a(a,b,y) = arccos (16)

A (15) képlet is kozvetleniil ellendrizhetd a szemlélet alapjan.
Természetesen ( 11 ) is makaodik, (7) - tel.

M4. Nem készitettiink szemléltet abrat par helyen; ott, ahol az eredmény szemlélet
alapjan valo belatasat emlegettiik, a varakozasnak megfelelden.
Ezek elkészitése legyen az érdeklddo Olvasoé feladata.

M5. Az [ 1]/ 1 konyvecskében a kotangenst még cotg( ) - nek irtak. Ugy latszik, ez is
megvaltozott az idék soran; pedig a ctg( ) - t néha konnyti ¢* tg () - nek olvasni.



M6. Most vettiik észre, hogy [ 2 ] - ben a tangenstételt szinusz tangens tételnek nevezik.
Ezt nem art megjegyezni, a félreértéseket elkeriilendd — 1d. 2. abra!

TRIGONOMETRIC SOLUTION

This type of solution is required when accuracy is important, as in
land surveying. For both problems this type of solution is based
upon the sine tangent theorem :

If

sin afsin f = mfn,

194 Planimetric Problems
then also
can“%ﬁ/m”‘T*‘s = (m — )J(m + n).
[From sin afsin # = m/n it first follows that
(sin @ — sin B)/(sin @ + sin B) = (m — n){(m + n).

If the numerator and denominator of the fraction on the left of the
equation are converted into products, we obtain

cosa;'ssina;'s/sin“;‘scosa;‘8= (m — n){(m + n)

or
tan

2B lan®F B (n — m)im + n)) 2. 4bra — forrasa: [ 2 ]
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